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Detaillierter Systemen bzw. Komponenten
Entwurf

< Sprachkonstrukte fur den funktionalen Programmierstil in Java
— Ausdriicke
— Methodenaufrufe (hier aufgefasst als Funktionsaufrufe)
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1. Berechnung von Funktionen

2. Prozessuiberwachung

Funktionaler Programmierstil
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Definition: Funktionales Programm

Definition: Ein funktionales Programm besteht aus
Funktionsvereinbarungen (Funktionsdeklarationen) und einem
Ausdruck, der die deklarierten Funktionen aufruft.

< Beispiel (mit nur einer Funktion) in mathematischer Notation:
— Funktionsvereinbarung:

abs: Z — N,
-x, falls x<0
abs(x) = X, sonst
— Ausdruck:

25 + abs(1000-27000)

< Bei der Ausfuhrung eines funktionalen Programms wird der
Ausdruck ausgewertet (der Wert des Ausdrucks berechnet).

2006007 Kapitel 5, Folie 5
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Weitere Beispiele in mathematischer Notation

< Beispiel mit einer Funktionsvereinbarung:

fahrenheitToCelsius: R — R
fahrenheitToCelsius(f) = 5.0 = (f — 32.0) /9.0
Ausdruck: fahrenheitToCelsius(68.0)

< Beispiel mit zwei Funktionsvereinbarungen:
ggT: NxN — N, kgV: NxN —N
a, falls a=b
ggT(ab) = ggT(a - b, b), falls a>b
ggT(a, b -a), fallsa<b
kgV(a,b) =a = b/ ggT(a, b)
Ausdruck:
334 = 776 / ggT(334, kgV(334, 776))
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Sprachkonzepte funktionaler Programme

< Die wesentlichen Sprachkonzepte am Beispiel:

Funktionsvereinbarung:
’ geT: NxN —N ‘ Funktionalitdt
Parameter a, falls a=b |
ggT(ab) =| § ggT(a-b,b), falls a>b‘Funkth1ﬁ \
ggT(a, b -a), falls a<b‘

Ausdruck: 334 %776/ ’ggT(334, 776) ‘M‘

< Der Funktionsrumpf ist selbst wieder ein Ausdruck (in unserem
Beispiel ein sog. bedingter Ausdruck)

< Im Funktionsrumpf kommen die Parameter als Identifikatoren vor.
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Die Beispiele in der funktionalen Programmiersprache Gofer:

_—— [Fonkoraia

» abs: Z— N, abs :: Int -> Int

abs x | x <0

-x, falls x<0 7 o%use\
abs(x) = {X, sonst Paramete] Funktlonsrumpf
25 + abs(1000-27000
-
Funktionsaufruf

25 + abs(1000-27000)

< celsius: R—=R celsius :: Float -> Float
celsius(f) = 5.0 = (f - 32.0)/9.0 celsius £ = 5.0%(£-32.0)/9.0
celsius(68.0) celsius 68.0
% ggT: NxN—=N ggT :: (Int,Int)-> Int
a, falls a=b ggT (a,b) | a==b = a
ggT(ab) = geT(a-Db,b), falls a>b | a>b = ggT (a-b,b)
ggT(a, b - a), falls a<b | a<b = ggT (a,b-a)

334 % 776 / ggT(334, 776)
| 334 * 776 / ggT (334,776)

Kapitel 5, Folie 8
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Die Sprachkonzepte in Gofer:

’ ggT (Int, Int)-> Int

‘ ‘ Funktionalitét ‘

ggT (a,b} a==b = a

ggT (a-b) b ‘Funktionsrumpf‘
| a<b = ggT a (b-a)

334 * 776 / lggT(334,776)

H Funktionsaufruf ‘

Copyright 2006 Bernd Briigge, Christian Herzog der Prog
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Currying

Statt der Funktionalitat
ggt:: (Int,Int)->Int wird in
funktionalen Sprachen fur Funktionen

mit 2 Parametern oft lieber die Funktionalitat
ggt::Int->Int->Int gewiahlt. Dieses Vorgehen

= a
= ggT (a-b,b)
= ggT (a,b-a)

N
Parameter ist
ein Paar von Zahlen
J

wird nach dem Logiker Haskell Curry auch currying genannt.

In der ersten Variante hat ggt ein Paar von Zahlen als (einzigen) Parameter.

In der zweiten Variante (currying) hat ggt eine Zahl als
Parameter und liefert eine Funktion als Ergebnis.
ggt 334 ist z.B. die Funktion, die berechnet, welchen

groBten gemeinsamen Teiler eine Zahl
mit der Zahl 334 hat.

ggt 334 776 berechnet dann wie
oben den grofiten gemeinsamen
Teiler von 334 und 776.

N
Ergebnis ist selbst
wieder eine Funktion.

J

L

ggT :: Int -> Int -> Int'
ggT a b | a==b = a
| a>b ggT (a-b) b
| a<b ggT a (b-a)
. ggt 334 776 ...

Kapitel 5, Folie 10
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Die vorigen Beispiele in der Programmiersprache OCaml:

« abs: Z— N,

-x, falls x<0
abs(x) =

X, sonst

25 + abs(1000-27000)

let abs x =
if x < 0 then -x
else x;;

25 + abs(1000-27000) ;;

< celsius: R—=R
celsius(f) = 5.0 = (f-32.0)/9.0

celsius(68.0)

let celsius f =

5.0 . (£ —. 32.0) /. 9.0;;
celsius 68.0; ; |Eigene Operationen
fiir float.

<« ggT: NxN—=N
a, falls a=b
ggT(a,b) = < gel(a-b,b), fallsa>b
ggT(a, b - a), falls a<b
334 % 776 / ggT(334, 776)

Copyright 2006 Bernd Briigge, Christian Herzog
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let rec ggT a b =
if a=b then a
else if a>b then ggT (a-b) b
else ggT a (b-a);;

334 * 776 / ggT 334 776;;

Kapitel 5, Folie 11

Die Sprachkonzepte in OCaml:

let rec ggT =

Parameter

if a=b then a

else if a>b then ggT (a-b) b ‘Funktionsrumpf‘
else ggT a (b-a)|;;

334 * 776 / |ggT 333 776

rrs

‘ Funktionsaufruf ‘

Ausdrucks im Funktionsrumpf.

Die Funktionalitdt wird in OCaml nicht explizit angegeben.
Sie ergibt sich jedoch eindeutig aus der Art, wie die
Parameter verwendet werden, und aus dem Typ des

Copyright 2006 Bernd Briigge, Christian Herzog
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Die Programmiersprache OCaml

< Ursprung ist die funktionale Programmiersprache ML
(Metalanguage), die von Robin Milner in Edinburgh um 1973 fur
den Theorembeweiser LCF entwickelt wurde.

< Am INRIA (Frankreich) wurde unter Gérard Hue 1984-1985 ML zu
Caml (Categorical Abstract Machine + ML) weiter entwickelt.

< Wiederum am INRIA wurde schlieBlich 1990 unter Xavier Leroy
Caml zu OCaml (Objective Caml) erweitert. OCaml vereinigt
funktionale, imperative und objektorientierte Konzepte.

% Zu ML/Caml verwandte Sprachen sind u.a. SML (Standard ML),
Haskell und Gofer.

+ Eine andere, weit verbreitete funktionale Sprache ist Lisp.

— Lisp (List Processor) wurde von John McCarthy 1959 vorgestellt.

— Grundlegender Datentyp ist die Liste. Auch Programme sind in
Listenform und konnen als Daten aufgefasst werden.

Copyright 2006 Bernd Briigge, Christian Herzog der Programmierung, TUM Wi 2006007 Kapitel 5, Folie 13

Noch einmal dieselben Beispiele, diesmal in Java

+ abs:Z— N, int abs(int x) {
return x<0 ? -x : x;
-x, falls x<0 }
abs(x) = X, sonst

. 25 + abs(1000-27000)
25 + abs(1000-27000)

< celsius: R—=R double celsius (double f) {
celsius(f) = 5.0 = (f-32.0)/9.0 return 5.0%(£-32.0)/9.0;
}
celsius(68.0) ... celsius(68.0)
« goT: NxN—N int ggT (int a, int b) {
a, falls a=b return
ggT(ab) = < gegT(a-b,b), fallsa>b a==b ? a
ggT(a, b - a), falls a<b : a>b ? ggT(a-b, b)

334 % 776 / ggT(334, 776) © 99T(a, b-a);

. 334 * 776 / ggT(334,776)

Copyright 2006 Bernd Briigge, Christian Herzog gen der Programmierung , TUM Wi 2006007 Kapitel 5, Folie 14

Die funktionalen Sprachkonzepte in Java

‘ Funktionalitét ‘ ‘ Parameter ‘

[int ggT (intl@lintlgj {

return a==b ? a

a>b ? ggT(a-b, b) ‘Funktionsmmpf ‘
ggT(a, b-a);

334 * 776 /| ggT(334,776)| ... | Funktionsaufiuf|
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Funktionaler Programmierstil in Java

< Java ist keine funktionale Programmiersprache.
< Sondern: Java ist eine objekt-orientierte Sprache.

< Dennoch: der funktionale Programmierstil Iasst sich auch in Java gut
ausdriicken.

<+ Wichtige Unterschiede zwischen Java und Gofer bzw. OCaml bzw.
der mathematischen Notation:
— Funktionen werden in Java durch Methoden implementiert. Methodenrimpfe
sind in Java grundsitzlich Anweisungen und nicht Ausdricke.
Fur die Programmierung im funktionalen Programmierstil verwenden wir in
Java return <Ausdruck>.

— Ausdriicke konnen nicht isoliert (als ,,Hauptprogramm®) auftreten sondern nur
innerhalb von Methodenrimpfen. (Auf den vorigen Folien wurde das durch
. <Ausdruck> ... angedeutet.)

— Das Ausfuhren eines Programms bedeutet deshalb auch das Ausfuhren eines
vorgegebenen Funktionsaufrufes (meist der Methode main () ).
< Im folgenden werden wir auch in Java oft von Funktionen statt von
Methoden sprechen. Wir meinen damit die Verwendung von
Methoden im Sinne des funktionalen Programmierstils.
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,,Historische‘ Notizen zu Java

« Urspriinglich (ab 1991) wurde Java (unter dem Namen Oak) fur interaktives
Fernsehen (TV SetTop-Boxen) bei Sun Microsystems entwickelt (P. Naughton, J.
Gosling u.a.).

< Diese Produktlinie konnte sich nicht durchsetzen.

< Im World Wide Web wurde ein neuer Anwendungsbereich gefunden: 1994 konnte
die Gruppe um P. Naughton mit dem WWW-Browser WebRunner (spater
HotJava) erstmals kleine Java-Programme (Applets) aus dem WWW laden und
ausfuhren.

< Der Durchbruch gelang, als Netscape die Java-Technologie tbernahm (1995).
< 1996: JDK 1.0, erste Version des Java Development Kit

< 1997: JDK 1.1 (wesentlich verbessert, in einigen Teilen nicht mehr kompatibel mit
JDK 1.0)

< 1998: JDK 1.2 (seither spricht man Java 2)

<« Seither wird Java nicht mehr als JDK sondern als J2ME, J2SE oder J2EE
verbreitet (Java 2 Micro/Standard/Enterprise Edition)

< Neuerdings auch als Java ME, Java SE, Java EE

< Heute aktuelle Version: 1.5 (man spricht auch von Java 5)
<+ Neueste verfugbare Version: 1.6

< Kostenlos verfugbar unter http://java.sun.com
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Definition: Ausdruck

< Vorbemerkungen:

— Wir werden Ausdriicke, die als Funktionsrumpfe zugelassen
sind, induktiv uber ihre Grundelemente definieren.

— Wir verwenden dabei die Syntax von Java.

— Uns ist dabei aber mehr am prinzipiellen Aufbau als an einer
vollstandigen Definition gelegen. Deshalb betrachten wir nur
die wichtigsten Sprachelemente fur Ausdriicke.

< Der Typ eines Ausdruckes:

— Jeder Ausdruck hat einen Typ, z.B. int, double, boolean
oder char, der dem Typ des Wertes entspricht, der aus dem
Ausdruck berechnet wird.

— In den Beispielen:
5.0 * (£ - 32.0) / 9.0 istvomTyp double
¢ 334 * 776/ggT(334,776) istvomTyp int
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Definition Ausdruck: Grundelemente

< Grundelemente:

— Jede Konstante eines Typs in ihrer Standardbezeichnung ist ein
Ausdruck des entsprechenden Typs:

+1 2 -298 sind drei Ausdriicke vom Typ int;

+ true und false sind zwei Ausdriicke vom Typ boolean;
«0.5 3.14 1.0 sinddrei Ausdriicke vom Typ double;
o’a’ 'a’ '17 '@ ';' sind funf Ausdriicke vom Typ char.

— Jeder Parameter, der im Funktionsrumpf auftritt, ist Ausdruck
seines im Funktionskopf definierten Typs.

¢ In double celsius (double f) {
return 5.0*&—32.0)/9.0;

}

ist das markierte[§ ein Ausdruck vom Typ double.
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Definition Ausdruck: Arithmetische Operatoren

< Arithmetische Operatoren:
— Einstellige arithmetische Operatoren sind + -
— Zweistellige arithmetische Operatoren sind + - * / %
— Sind A und B zwei Ausdriicke eines Typs, auf dem die entsprechende
Operation definiert ist, so sind
+A, -A, (A+B), (A-B), (AxB), (A/B), (A%B)
jeweils Ausdriicke desselben Typs.

— Beispiele:
e (7.5/(9.3 - 9.1)) ist vom Typ double
¢ (7/(9 - 8)) ist vom Typ int

>
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Definition Ausdruck: Vergleichsoperatoren

< Vergleichsoperatoren:
— Vergleichsoperatoren sind
== (gleich) '= (ungleich) < <= >= >
— Sind A und B zwei Ausdriicke eines Typs, auf dem die
entsprechende Vergleichsoperation definiert ist, so sind
(A==B), (A'!'=B), (A<B), (A<=B), (A>=B), (A>B)
jeweils Ausdriicke vom Typ boolean.

>
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Definition Ausdruck: Boolesche Operatoren

< Boolesche Operatoren:
— ! (nicht) ist ein einstelliger boolescher Operator.
— & (und), | (oder) und * (exklusives oder) sind zweistellige
boolesche Operatoren.
— Sind A und B zwei Ausdriicke vom Typ boolean, so sind
'A, (A&B), (A|B), (A”B)
jeweils Ausdricke vom Typ boolean.
— Beispiele:
¢ false | 'false
¢ ((1<=x) & (x<=n))

>
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Definition Ausdruck: Funktionsaufruf

< Funktionsaufruf:
— Ist £ die folgendermalien vereinbarte Funktion:
T £ (T %, Ty %X5,.., T, x.){return A;}
+ mit dem Ergebnistyp T

+ mit Parametern x, vom Typ Ty, x, vomTyp T,, ...
und x, vomTyp T,

+ und einem Ausdruck A vomTyp T,
—und sind A, ,A,, ..., A, Ausdricke von den Typen Ty, T,, ..., T,

— dann ist der Funktionsaufruf
£(a,,A,,..,A)
ein Ausdruck vom Typ T.

ggT (334+9,667-5) istein Ausdruck vom
Typ int.

— Beispiel:
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Definition Ausdruck: Bedingter Ausdruck

< Bedingter Ausdruck:

—Sind A; und A, zwei Ausdriicke vom selben Typ T, und ist B ein
Ausdruck vom Typ boolean (eine Bedingung), so ist
(B?A4A :A4) -- sprich: falls B dann A; sonst A,
ebenfalls ein Ausdruck vom Typ T.
— Beispiele:
e (7>9 2 10 true) ist kein Ausdruck, da 10 und true
nicht vom selben Typ sind;
¢ (A==B ? true false) istein Ausdruck vom Typ
boolean, falls A und B Ausdriicke gleichen Typs sind.

— Er ist ubrigens aquivalent zum Ausdruck (A==B).
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Bedingter Ausdruck vs. if-then-else-Konstrukt

< Leider ist in Java die Syntax des bedingten Ausdrucks nicht
besonders gut lesbar: ( B ? A; : A, )

— Deshalb wird sie in der Regel nicht oft verwendet.

< In Gofer oder OCaml ist die Syntax intuitiver:
if B then A, else A,

« In Java wird der bedingte Ausdruck meist durch die bedingte
Anweisung ersetzt:

— Bei der Zuweisung schreibt man z.B. statt
abs = (%<0 ? -x : x) meist
if (x<0) abs = -x; else abs = x;

— Bei der return-Anweisung schreibt man z.B. statt
return (x < 0 ? -x : x) melist
if (x<0) return -x; else return x;

< Wir werden den bedingten Ausdruck in Java wegen der schlechten
Lesbarkeit nur in diesem Vorlesungskapitel verwenden.
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Weglassen von Klammern in Ausdriicken

< Klammern machen die Zuordnung von Operanden zu Operatoren eindeutig.

< ,Lange” Ausdrucke sind dann aber oft mithsam zu lesen und umstandlich zu
schreiben.
< Deshalb gibt es in Java Regeln, die es erlauben, Klammern in Ausdriicken
wegzulassen und die Zuordnung dennoch eindeutig zu belassen.
— z.B. durfen die duBersten Klammern weggelassen werden

< Aus der Schule ist die Punkt-vor-Strich-Regel bekannt, die besagt, dass im
Ausdruck
7+ (8+4) die Klammern weggelassen werden konnen, da * starker bindet als +
(oder * Vorrang hat vor +).

< Auch fur die Java-Operatoren gibt es zahlreiche Vorrangregeln:

— z.B.ist 7+4%5 < 10 & 20 > 5 | 100-7==93
dasselbe wie ( ((7+(4%5)) < 10) & (20>5)) | ((100-7)==93)

< bei gleichen Operatoren oder Operatoren gleichen Vorrangs (wie + und —) wird
assoziativ verkniipft (meist von links):

—  7+4-3+49 istdasselbe wie ((7+4)-3)+9

>
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Was werden wir in Kapitel 5 noch alles besprechen?

v Definition von Ausdriicken

< Auswertung von Ausdriicken

< Beispiele von rekursiven Funktionen

% Arten von Rekursionen

< Terminierung von Funktionen

< Korrektheit von Funktionen

< Das Verhaltnis zwischen Induktion und Rekursion
< Rekursive Datentypen

< Einbettung

< Pattern Matching
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Was werden wir in Kapitel 5 noch alles besprechen?

v Definition von Ausdriicken

> Auswertung von Ausdriicken

< Beispiele von rekursiven Funktionen

< Arten von Rekursionen

< Terminierung von Funktionen

< Korrektheit von Funktionen

< Das Verhaltnis zwischen Induktion und Rekursion
< Rekursive Datentypen

< Einbettung

< Pattern Matching
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Auswerten von undefinierten Ausdriicken
< Erinnerung (Folie 5): Bei der Ausfuhrung eines funktionalen
Programms wird der Ausdruck ausgewertet.

< Undefinierter Wert eines Ausdrucks: Manchmal ist der Wert eines
Ausdrucks nicht definiert,

— z.B. bei Division durch 0, bei Zugriff auf unzuldssigen
Reihungsindex, bei endloser Folge von Berechnungsschritten.

< Systeme reagieren darauf unterschiedlich,

— z.B. Abbruch, Fehlermeldung, Ausnahme, Ignorieren, zufallige
Fortfuhrung.

< Wir fuhren einen expliziten Wert undefiniert ein (in Zeichen 1),
der andeuten soll, dass das Verhalten des Systems nach Auswerten
dieses Ausdrucks nicht naher festgelegt ist.

— Dabei unterscheiden wir nicht nach dem Typ des Ausdrucks:
L ist Wert eines jeden undefinierten Ausdrucks.
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Auswerten von arithmetischen, booleschen und
Vergleichs-Operationen

< bei arithmetischen, booleschen und Vergleichs-Operationen werden
im ersten Schritt die Operanden ausgewertet.

— Die Operanden sind selbst i.A. wieder Ausdriicke. Die
Auswertung von Ausdriicken ist also ein rekursives Verfahren.

< Danach wird die Operation auf die ermittelten Werte der Operanden
angewendet.

< Ist einer der ermittelten Werte der Operanden undefiniert (in
Zeichen 1), z.B. weil eine Division durch 0 auftritt, so ist auch das
Ergebnis der Operation undefiniert.

<+ Diese Art der Auswertung (Ergebnis L, falls einer der Operanden =
1) nennt man strikte Auswertung. Die entsprechenden Operatoren
nennt man strikte Operatoren.
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Nicht strikte Operatoren (nicht strikte Auswertung)

< Beispiel: Auswertung von (7+4%5 < 10) & (20 > 5)

— Der linke Operand liefert false, der rechte true, insgesamt
liefert der Ausdruck also false.

— Nach Auswertung des linken Operanden steht das Ergebnis
bereits fest.

< Idee: verkuirzte Auswertung (short circuit evaluation):

— Auswertung beenden, falls durch einen Operanden der Wert
bereits feststeht.

—In Java: zusatzliche Operatoren && (und) und | | (oder)
— Beispiele:

+ (7+4%5 < 10) && (20 > 5)

s (20 > 5) || (7+4%5 < 10)

+ der rechte Operand wird jeweils nicht mehr ausgewertet

< verkiirzte Auswertung ist nicht strikt:
-(20 > 5) || (10/0 == 1) liefert true und nicht L.
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Auswertung bedingter Ausdriicke

< Auswertungvon ( B ? A, : A, )
— Zuerst wird die Bedingung, also der Ausdruck B ausgewertet.

— Liefert die Auswertung von B den Wert true, dann wird A;
ausgewertet und der Wert des bedingten Ausdrucks ist der Wert
von A;.

— Liefert die Auswertung von B false, dann wird A, ausgewertet
und der Wert des bedingten Ausdrucks ist der Wert von A,.

— Liefert die Auswertung von B den Wert L, dann ist der Wert des
bedingten Ausdrucks ebenfalls L.

< Fasst man den bedingten Ausdruck als dreistelligen Operator
.?.:.) auf, dann ist die Auswertung dieses Operators nicht
strikt:

— (true ? 9999 : <Ausdruck>) liefert 9999, auch
wenn <Ausdruck> den Wert L hat.
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Auswertung von Funktionsaufrufen

< Ist f die deklarierte Funktion:
T £ (T, x,, T, x5,.. , T, x) {return(d;}
+ mit dem Ergebnistyp T

+ mit Parametern x; vom Typ T;, x, vom Fyp T, ...
und x, vom Typ T,

+ und einem Ausdruck A vom Typ

dann wird der Funktionsaufruf £ (&{,A,,..,A,) folgendermaBen
ausgewertet.

— zuerst werden alle Ausdrixcke A, ausgewertet;
— liefert ein A, den Wert L, dann liefert der Funktionsaufruf 1 ;

— ansonsten ist deg’'Wert des Funktionsaufrufes der Wert des
Ausdrucke{AYwenn dort jedes Auftreten eines Parameters x,, durch
den Wert von A, ersetzt wird. (Auch Substitution genannt).

< Die Auswertung eines Funktionsaufrufes ist wieder strikt.
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Beispiel fiir die Auswertung eines Funktionsaufrufes
double celsius (double f) {
return 5.0%(£-32.0)/9.0;

}
boolean N stKalt (double f) {

return celsius <<= 10.0 ;
}

— Substitution von £ durch 5%\ 0 im Rumpf von istKalt:
return celsius(59. = 10.0; (XX)

— Substitution von £ durch 59. 0 im Rumpf von celsius:
return 5.0%(59.0-32.0)/9.0;

— Dies liefert nacheinander 5.0%27.0/9.0, 135.0/9.0, 15.0
- 15.0 eingesetzt in (XX) ergibt: return 15.0 <= 10.0;
— Und dies liefert das Endergebnis: false
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Funktionsaufruf: Call-by-Value vs. Call-by-Name

< Wertaufruf (Call-by-Value): Eine Form der Auswertung von
Funktionsaufrufen, in der die Parameter im Funktionsrumpf (auch
formale Parameter genannt) durch die Werte der auf
Parameterposition stehenden Ausdriicke (aktuelle Parameter) ersetzt
werden.

< Fine andere Art der Auswertung ist Namensaufruf (Call-by-Name):

— Die formalen Parameter im Funktionsrumpf werden textuell durch
die nicht ausgewerteten aktuellen Parameter ersetzt.

+ Vorteil: Parameter, deren Wert nicht benotigt wird (weil sie
z.B. in einem bedingten Ausdruck nur im nicht ausgewerteten
Ausdruck auftreten), werden auch nicht ausgewertet; sog.
faule Auswertung (lazy evaluation).

+ Nachteil: Parameter, die ofter im Rumpf auftreten, werden
auch ofter ausgewertet.

< Die Auswertung nach Call-by-Name ist nicht strikt.
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Beispiel fiir Auswertung Call-by-Value (wie in Java)

: - - . : Pseudocode:
int auswa) int t, int x, int y, int z){ Wenn t gleich 0 ist, dann »°.
return ? x*x*x : t==1 ? x*x*y : X*y*z ;| Sonst wenn tgleich1 ist, dann x2y.

} Sonst x*y*z

|
lkaﬁonymﬁuﬁ auswahl (1#1 12—8+}9§}:13f8—19§;(I§%8+10Q£:) ‘

< Auswerten des|Funktionsaufrufes:
— Call-by-Value Auswertung der 4 aktuellen Parameter liefert:
— Substitutior} der Werte der aktuellen Parameter im Rumpf von auswahl liefert:
return ? 104%104%104 : 1==1 ? 104%104*(-80) : 104*(-80)=*120;
— Auswerten der aufleren Bedingung 1==0 liefert:
false ? 104%104%104 :1==1 ? 104%104%(-80) : 104%(-80)=*120
— Auswertungsregel fur bedingte Ausdriicke liefert:
1==1 ? 104%104%(-80) : 104*(-80)*120
— Auswerten der Bedingung 1==1 liefert:
true ? 104%104+*(-80) : 104%(-80)=*120
— Auswertungsregel fur bedingte Ausdriicke liefert: 104%104# (-80)
— Ergebnis: -865280

< Anzahl der Auswertungen fur t, %y und z: Je ein Mal
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Beispiel fiir Auswertung Call-by-Name (nicht in Java)
int auswahl (int t, int =E int y, int z){

returnl =0 ? x#x*x : ? XEX*Y  Xky*z

}
Aufruf: /.. auswahl ) 12-8+100, 12+8-100, 12+8+100)...

< Tektersetzung (Substitutiond) der aktuellen Parameter liefert:
=0 ? (12-8+100)% (12-8+100) *(12-8+1000) Anzahl der
: 1x1l==1 ? (12-8+100)*(12-8+100)*(12+8-100) Auswertungen
:/(12-8+100) #(12+8-100) *(12+8+100) X
. ) = fur t: 2
< Auswerten der aullgten Bedmgung 1%1==0 liefert:
false 100)= 12=8 0) fur x: 2
S 1e1=£1 2 (12- 8+100)*(12 8+100)*(12+8 100)
(12-8+100) *(12+8-100) # (12+8+100) fur y: 1
< Auswertunggregel fur bedingte Ausdriicke liefert: fir z2 0

=1 ? (12-8+100)*(12-8+100)*(12+8-100)
(12-8+100) *(12+8-100) * (12+8+100)
< Auswerten der Bedingung 1*1==1 liefert:
true ? (12-8+100)*(12-8+100)*(12+8-100)
(12-8+100) *(12+8-100) *(12+8+100)
+Auswertungsregel fur bedingte Ausdriicke liefert:
(12- 8+100)*(12 8+100) * (12+8-100)=) Ergebnis: -865280
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Bemerkungen zum Funktionsaufruf

< Klarstellung zur Art der Auswertung in Java:

— In Java erfolgt die Auswertung von Funktionsaufrufen
(Methodenaufrufen) durch Call-by-Value.

— Die formalen Parameter im Funktionsrumpf werden ersetzt
durch die Werte der aktuellen Parameter im Funktionsaufruf.

— Diese Auswertung ist strikt.
< Begriffliches:

— Der Aufruf einer Funktion wird oft auch als Funktions-
anwendung bzw. Funktionsapplikation bezeichnet.

— Funktionales Programmieren wird oft auch als Applikatives
Programmieren (z.B. bei Broy) bezeichnet, weil die
Funktionsanwendung wichtiges Sprachkonzept ist.
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Rekursive Funktionen und rekursives Problemlosen
< Beispiel: ggT
int ggT (int a, int b) {

returf(a==b ? a_Da>b ?(ggT (a-b, b}>
:@gT (a, b-a);

< Im Rumpf der Funktion ggT treten zwei Aufrufe von ggT auf
(Selbstaufrufe).
< Definition: Eine Funktion bzw. eine Fuxktionsdeklaration heif3t
rekursiv, falls der Ausdruck im Rumpf
derselben Funktion enthalt.
< Rekursive Funktionen entsprechen rekursiven Rroblemlose-
techniken:
— die Berechnung des ggT erfordert eine Terminielgngsbedingung
und die Berechnung von 2 rekursiven Funktionsaufufen

— die Losung des ggT zerfillt in die Behandlung eing
und die Losung von dhnlichen, aber kleineren Problemen.
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Rekursives Problemlosen und Kompositionsmuster

< Beispiel: ggT

Losung von *
Teilproblemen
Losung eines Losung L~ |
Spezialfalls des ggT
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Funktionsauswertung bei rekursiven Funktionen

< Beispiel: ggT

int ggT (int a, int b) {

returl"’ a ?ggT(a b, b) : ggT(a, b-a);

ggT(9,3)

9>3 ? ggT(9-3, 3) : ggT(9,3-9)
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Funktionsauswertung bei rek. Funktionen (Forts.)

Beispiel: ggT
int ggT (int a, int b) {
return a==b ? a : a>b ? ggT(a-b, b) : ggT(a, b-a);

}
ggT (9, 12)
9==12 ? 9 : 9>12 ? ggT(9-12,12) : ggT(9,12-9) -- ParSub
9>12 ? ggT(9-12,12) : ggT(9,12-9) -- AuswBed
ggT (9,12-9) -- AuswBed
ggT(9,3) -- aktPar
9==3 ? 9 : 9>3 ? ggT(9-3,3) : ggT(9,3-9) -- ParSub
9>3 ? ggT(9-3,3) : ggT(9,3-9) -- AuswBed
ggT (9-3,3) -- AuswBed
ggT (6,3) -- aktPar
6==3 ? 6 : 6>3 ? ggT(6-3,3) : ggT(6,3-6) -- ParSub
6>3 ? ggT(6-3,3) : ggT(6,3-6) -- AuswBed
ggT(6-3,3) -- AuswBed
ggT (3,3) -- aktPar
==3 ? 3 : 3>3 ? ggT(3-3,3) : ggT(3,3-3) -- ParSub
-- AuswBed
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Wo stehen wir?

v Definition von Ausdriicken

v Auswertung von Ausdriicken

< Beispiele von rekursiven Funktionen

% Arten von Rekursionen

< Terminierung von Funktionen

< Korrektheit von Funktionen

< Das Verhaltnis zwischen Induktion und Rekursion
< Rekursive Datentypen

< Einbettung

< Pattern Matching
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Wo stehen wir?

v Definition von Ausdriicken

v Auswertung von Ausdriicken

> Beispiele von rekursiven Funktionen

< Arten von Rekursionen

< Terminierung von Funktionen

< Korrektheit von Funktionen

< Das Verhaltnis zwischen Induktion und Rekursion
< Rekursive Datentypen

< Einbettung

< Pattern Matching
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Uberblick iiber das Thema Rekursion

Drei Beispiele fiir rekursive Funktionen:
* Berechnung der Summe der ersten n naturlichen Zahlen
* Berechnung der Fakultatsfunktion
e Multiplikation durch Addition und Subtraktion
Vier Rekursionsarten:
* Lineare Rekursion

Beispiel 1: Berechnung der Summe der ersten n Zahlen

< Gesucht: eine Funktion summe, die die Summe der ersten n

naturlichen Zahlen berechnet:
—summe: Ny — N,
—summe(n)=1+...+n

< Problem: Wie setze ich die Punktchen ,, ... “ in eine prazise

Funktionsdeklaration um?

< Losung: rekursiver Ansatz summe(n) = summe(n-1) + n

. . ; Losung von
* Repetetive Rekursion Der Spezialfall: Teilproblemen|”
* Kaskadenartige Rekursion
. . . . summe(0) 4
- Fibonacci Zahlen als Beispiel fur kaskadenartige ) .
Rekursion Das selbstihnliche kleinere ] |
5 : Problem: Losung im Losung (> |
* Verschrinkte Rekursion Spezialfall fi
summe(n-1)
Umsetzung in die Sprache Java Auswerten der Funktion summe (Beispiel)
+ Funktionalitat: Ny — N, int summe (intn) {
< Parameter: n return[ n==0 ? 0 summe (n-1)+ n |;
* Funktlonsrumpf ’ Das selbstdhnliche Problem } \
< Spezialfall: summe(0) =0 \
) Funktionsaufruf gumme(3
< Rekursiver Fall: summe(n) = summe(n-1) + n ’ /Sé K ) ‘
- - 3==0 ? 0:summef3-1)+3 -- ParSub
int summe (lnt n ) { summé (3-1) +3 -- AuswBed
-- AktPar
== ird - .
return n 020 summe (n 1)+ n ; [(2==0 ? 0:summe(2—1)+2}+3 -- ParSub
(summe (2-1)+2)+3 -- AuswBed
}
(summe (1) +2) +3 -- AktPar
< Bemerkung: ((1==0 ? 0 : summe(1-1)+1)+2)+3 -- ParSub
— Die Schnittstelle der Java-Funktion entspricht nicht der E ES"“‘“‘Q E;:’lﬁgi;” " ;‘:i‘;‘aed
. . ee . . . summe - ar
Funktionalitit Ny — N, da in Java nur int zur Verfugung steht. (((0==0 ? 0 :summe (0-1)+0)+1)+2)+3 - ParSub
— Es muss bei der Anwendung der Funktion sicher gestellt werden, é( (0)+1)+2)+3 - Auswi:d
-- Arit]

dass der Wert des aktuellen Parameters nicht negativ ist!
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Beispiel 2: Berechnung der Fakultditsfunktion

< Gesucht: eine Funktion fakultat, die das Produkt der ersten n
naturlichen Zahlen berechnet:

— fakultat: Ny — N

—fakultat(n) =1 # ... # n

— fakultat(0) = 1 -- Erweiterung auf 0
< Mathematische Notation fur fakultat(n): n!
< Losung vollig analog zur Summe:

int summe (int n) {
return n == 0 ? 0 : summe(n-1) + n ;

}

< Dasselbe Rekursionsschema benutzen wir nun fur die Fakultat:
int fakultaet (int n) {
return == 0 ? 1 : fakultaet(n-1) * n ;

}
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Bemerkungen zur Fakultdtsfunktion

< Sie ist das Standardbeispiel fur rekursive Funktionen.
< Einige Werte:

-0 =11 =1

-2! =2

-3 =6

-4! = 24

-5! =120

-10! = 3 628 800

- 12! = 479 001 600

< Die Fakultatsfunktion ist also eine sehr rasch anwachsende Funktion.

+ Achtung: In Java lassen sich mit int nur die Zahlen zwischen -231
und 231-1 darstellen: 231-1 = 2 147 483 647

% 13! Jlasstsich mit int bereits nicht mehr darstellen.

« In Java gibt es einen weiteren Typ long fur Zahlen zwischen -263
und 263-1
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Beispiel 3: Multiplikation durch Addition und Subtraktion

< Gesucht: eine Funktion mult, die die Multiplikation zweier ganzer
Zahlen auf Addition und Subtraktion zuruckfuhrt:

-—mult: ZxZ—Z

—mult(x, y) =X *y -- allerdings ohne Verwendung von 3
< Idee:

—mult(x,0)=0

—mult(x, y) = mult(x, y-1) + x, fallsy=0
<+ Umsetzung nach Java:

int mult (int x, int y){

return ’y<0 ? -mult(x,-y) }
y==0 ? 0 : mult(x,y-1) + x ;

}

< Problem: y kann negativ sein!

< Losung: zusitzliche Bedingung
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Auswerten der Funktion mult (Beispiel)

int mult (int x, int y) {
return y<0 ? -mult(x,-y) : y==0 ? 0 : mult(x,y-1) + x; }

[mult(5,-2)

-2<0 ? -mult(5,--2) : -2==0 ? 0 : mult(5,-2-1)+5 -- ParSub
-mult(5,--2) -- AuswBed
-mult(5,2) -- AktPar

-(2<0 ? -mult(5,-2) : 2==0 ? 0 : mult(5,2-1)+5) -- ParSub

-(2==0 ? 0 : mult(5,2-1) + 5) -- AuswBed
-(mult(5,2-1) + 5) -- AuswBed
-(mult(5,1) + 5) -- AktPar

-((1<0 ? -mult(5,-1) : 1==0 ? 0 : mult(5,1-1) + 5) + 5)

-- ParSub

-((1==0 ? 0 : mult(5,1-1) + 5) + 5)

-(mult(5,1-1) + 5) + 5)
-(mult(5.0) + 5) + 5)

-((0<0 ? -mult(5,-0) : 0==0 ? 0 : mult(5,0-1) + 5)+5)+5)
-- ParSub

-(((0==0 ? 0 : mult(5,0-1) + 5) + 5) + 5)
-(((0) + 5) + 5)
-10 -- Arithm




Wo stehen wir?

v Definition von Ausdriicken

v Auswertung von Ausdriicken

v Beispiele von rekursiven Funktionen

< Arten von Rekursionen

< Terminierung von Funktionen

< Korrektheit von Funktionen

< Das Verhaltnis zwischen Induktion und Rekursion
< Rekursive Datentypen

< Einbettung

< Pattern Matching
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Wo stehen wir?

v Definition von Ausdriicken

v Auswertung von Ausdriicken

v Beispiele von rekursiven Funktionen

> Arten von Rekursionen

< Terminierung von Funktionen

< Korrektheit von Funktionen

< Das Verhaltnis zwischen Induktion und Rekursion
< Rekursive Datentypen

< Einbettung

< Pattern Matching
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Wo stehen wir?

v Definition von Ausdriicken
v Auswertung von Ausdriicken
v Beispiele von rekursiven Funktionen
> Arten von Rekursionen
» Lineare Rekursion
»Repetitive Rekursion
»Kaskadenartige Rekursion
» Verschrankte Rekursion
< Terminierung von Funktionen
< Korrektheit von Funktionen
< Das Verhaltnis zwischen Induktion und Rekursion
< Rekursive Datentypen
< Einbettung
< Pattern Matching
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Rekursionsarten: Lineare Rekursion

< Definition Lineare Rekursion:

— Eine rekursive Funktion bzw. Funktionsdeklaration heif3t linear
rekursiv, wenn in jedem Zweig des bedingten Ausdrucks
hochstens ein Selbstaufruf der Funktion auftritt.

< Bemerkung: Alle bisher betrachteteten rekursiven Funktionen (ggT,
summe, fakultaet, mult) sind linear rekursiv.

< Eine Funktion ist genau dann linear rekursiv, wenn ihre
Aufrufstruktur linear ist:

ggT(9,12) summe (3) fakultaet (3) mult (5,-2)
ggT (9, 3) sumlme(2) fakultaet (2) mult(5,2)
ggT (6, 3) summe (1) fakultaet (1) mult(5,1)
ggT (3,3) sumlne(O) fakultaet (0) mult (5,0)
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Rekursionsarten: Repetitive Rekursion
< Definition Repetitive Rekursion:

— Eine linear rekursive Funktion bzw. Funktionsdeklaration heif3t
repetitiv rekursiv (fail recursion), wenn jeder Selbstaufruf dieser
Funktion der letzte auszuwertende (Teil-)Ausdruck ist.

int ggT (int a, int b) {
return a==b ? a : a>b ? ggT(a-b, b)
: ggT(a, b-a); }
Nach den rekursiven Aufrufen muss jeweils keine weitere Operation mehr
ausgewertet werden. gg'T ist also repetitiv rekursiv.

int mult (int x, int y) {
return y<0 2_-mult(x,-y) : y==0 ? 0
vl : mult(x,y-1) + x ; }
Nach einem der rekursiven Aufrufe muss noch eine Negation, nach dem anderen
eine Addition ausgefuhrt werden. mult ist also nicht repetitiv rekursiv.

< Das nachtragliche Ausfuhren einer Operation wird auch
,INach-klappern* genannt.
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Rekursionsarten: Kaskadenartige Rekursion

< Definition Kaskadenartige Rekursion:

— Eine rekursive Funktion bzw. Funktionsdeklaration, die nicht
linear rekursiv ist, heift kaskadenartig rekursiv.

— Eine Funktion ist also kaskadenartig rekursiv, wenn in
mindestens einem Zweig des bedingten Ausdrucks mehr als ein
Selbstaufruf der Funktion auftritt.
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Die Fibonacci-Zahlen

< Gegeben sei ein neu geborenes Kaninchenpaar. Jedes
Kaninchenweibchen, das mindestens zwei Monate alt ist, bringt
jeden Monat ein weiteres Paar zur Welt. Kaninchen leben ewig. Wie
viele Kaninchenpaare gibt es nach n Monaten?

Monat 0: 0
Monat 1: O 1
Monat 2: // \ 1
Monat 3: D 2
Monat 4: / 3
Monat 5: @ E D Q{ 5
Monat 6: /J) / \ 8
Monat 7: (O | (O \ D ‘ ‘ 13
Monat 8: O @© @ @) © 21

< Diese Aufgabe stellte Fibonacci im Jahre 1202.
% 0,1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, ... heillen Fibonacci-Zahlen.

< Fur uns sind die Fibonacci-Zahlen interessant, weil jede Fibonacci-Zahl die
Summe ihrer beiden Vorganger ist: fib, = fib, | + fib, , fur n>1

Copyright 2006 Bernd Briigge, Christian Herzog Grundlagen der Programmierung, TUM Wintersemester 2006/07 Kapitel 5, Folie 59

Berechnung der Fibonacci-Zahlen

% fib, = fib, , + fib, , fir n>1

int fib (int n) {
return n==0 ? 0
:n==1 7?1
fib(n-1) + fib(n-2);

}
< Aufrufstruktur: / fib (4\
fib\(3) /fib(2)
fib(2) fib (1) fib(1l) £ib(0)

fib(1l) £ib(0)

< fib ist kaskadenartig rekursiv.
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Rekursionsarten: Verschrdinkte Rekursion

< Gesucht: zwei Funktionen gerade und ungerade, die feststellen,
ob eine ganze Zahl gerade ist bzw. ob sie ungerade ist.
boolean gerade (int x) {
return x<0 ? gerade (-x)
x==0 ? true
ungerade (x-1) ;

}

boolean ungerade (int x) {
return x<0 ? ungerade (-x)
x==0 ? false
gerade (x-1) ;

< Definition Verschrankte Rekursion

— Zwei oder mehr Funktionen, die sich gegenseitig aufrufen,
heiBen verschrankt rekursiv.
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Aufrufstruktur der Funktionen gerade bzw. ungerade

boolean gerade (int x) {
return x<0 ? gerade (-x)
x==0 ? true
ungerade (x-1)

}

boolean ungerade (int x) {
return x<0 ? ungerade (-x)
x==0 ? false
gerade (x-1) ;

’
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ungerade (-3)

ungerade (3)

gerade (2)

ungerade (1)

gerade (0)
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Wo stehen wir?

v Definition von Ausdriicken

v Auswertung von Ausdriicken

v Beispiele von rekursiven Funktionen

v Arten von Rekursionen

< Terminierung von Funktionen

< Korrektheit von Funktionen

< Das Verhaltnis zwischen Induktion und Rekursion
< Rekursive Datentypen

< Einbettung

< Pattern Matching
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Wo stehen wir?

v Definition von Ausdriicken
v Auswertung von Ausdriicken
v Beispiele von rekursiven Funktionen
v Arten von Rekursionen
> Terminierung von Funktionen
» Nichtterminierende Funktionen
»Nachweis der Terminierung
< Korrektheit von Funktionen
< Das Verhiltnis zwischen Induktion und Rekursion
< Rekursive Datentypen
< Einbettung
< Pattern Matching
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Nicht terminierende Auswertung einer Funktion

< Betrachten wir noch einmal die Funktion summe:

int summe (int n) {
return n==0 ? 0 : summe(n-1) + n;

}
< Was geschieht beim Aufruf von summe (-2) ?

% summe (-2)

% =2==0 ? 0 : summe(-2-1) + -2 -- ParSub
% summe (-2-1) + -2 -- AuswBed
% summe (-3) + -2 -- AktPar
% (-3==0 ? 0 : summe(-3-1) + -3) + -2 -- ParSub
% (summe (-3-1) + -3) + -2 -- AuswBed
% (summe (-4) + -3) + -2 -- AktPar
@ ((-4==0 ? 0 : summe(-4-1) + -4) + -3) + -2 -- ParSub
% ((summe (-4-1) + -4) + -3) + -2 -- AuswBed
% ((summe(-5) + -4) + -3) + -2 -- AktPar

o,
e

Die Abbruchbedingung n==0 wird offensichtlich niemals erreicht!

Kapitel 5, Folie 66
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Nicht terminierende Funktion

< Der Auswertung von summe (-2) fihrt zu den Funktionsaufrufen
summe (-3), summe (-4), summe (-5) , ...
< Allgemein:
— Wenn die Auswertung einer Funktion £ fur einen
Parameterwert w zu einer unendlichen Folge von rekursiven

Aufrufen von £ fuhrt, so sagen wir:
£ terminiert fur w nicht.

< Wichtige Fragestellungen bei rekursiven Funktionen:
— Fur welche Parameterwerte terminiert eine Funktion?

— Wie kann die Terminierung nachgewiesen werden?
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Beobachtungen zu Terminierung und Nicht-Terminierung

< Betrachten wir die Aufrufe von summe (3) und summe (-2):

summe (3) summe (-2)

sumLe(Z) summe (-3)

summe (1) summe (-4)

|

sumLe(O) summe (-5)
Der Abstand der Parameterwerte Der Abstand der Parameterwerte
zum Terminierungsfall (n==0) zum Terminierungsfall (n==0)
wird mit jedem Aufruf kleiner, wird mit jedem Aufruf groBer:
bis der Terminierungsfall erreicht der Terminierungsfall wird
wird. niemals erreicht.
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Weitere Beobachtungen zur (Nicht-)Terminierung

< Eine Variante der Funktion Summe, die nur die geraden Zahlen bis n
addiert:

int summeGerade (int n) {
return n == 0 ? 0 summeGerade (n-2) + n;

}

< Der Aufruf summeGerade (6) < Der Aufruf summeGerade (5)

summeGerade (6) summeGerade (5)

summeGerade (4) summeGerade (3)

summeGerade (2) summeGerade (1)

summeGerade (0) summeGerade (-1)

Der Abstand wird zwar zunichst
wird wieder kleiner, bis der kleiner, der Terminierungsfall wird
Terminierungsfall erreicht ist. aber ,,iibersprungen*.
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Der Abstand der Parameterwerte
zum Terminierungsfall (n==0)

Folgerungen aus den Beobachtungen zur Terminierung

< Die Beobachtungen lassen zwei Kriterien erkennen, aus denen man
offensichtlich auf die Terminierung einer Funktion schlieen kann:

— der Abstand der Parameterwerte vom Terminierungsfall wird bei
jedem rekursiven Funktionsaufruf kleiner und

— der Terminierungsfall wird auch tatsichlich erreicht und nicht
»ubersprungen®.

< Wie misst man aber den Abstand zum Terminierungsfall, wenn es
mehrere Parameter gibt (z.B. beim ggT) oder wenn die Parameter keine
Zahlen sind?

< Idee, die auf der nachsten Folie formalisiert wird:

— Wir bilden die Parameter mittels einer ,,geschickt* gewahlten
Funktion h so auf die natuirlichen Zahlen N, ab, dass die h-Bilder der
Parameter von Aufruf zu Aufruf kleiner werden.

— Da wir fordern, dass als Bild der Funktion h immer eine natuirliche
Zahl aus N, (und nicht eine ganze Zahl) auftritt, kann es nur endlich
viele Aufrufe geben, da die O nicht ,,ubersprungen werden kann.
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Nachweis der Terminierung (vereinfachte Version)

< Gegeben sei folgende rekursive Funktionsdeklaration:
T £ (T, x,, T, %x5,.. , T, x) {return A;}
wobei der Ausdruck A rekursive Funktionsaufrufe der Form
£(A,,3,,..,A,) enthalte.

< Gegeben sei weiterhin eine Funktion
h:TyxT, x..xT, — N

die jeder Kombination von Parameterwerten eine naturliche Zahl

zuordnet.

Hier ist das Kriterium
,der Terminierungsfall wird nicht
iibersprungen” formalisiert.

Hier ist das Kriterium
,der Abstand wird kleiner”
formalisiert.

< Gilt dann fur jeden rekursiven Funktionsaufru
h(a,,a,, ... ,a,) <h(t, t,, ... , t,)

wobei a;, a,, ..., a, die Werte sind, die sich aus den Ausdricken A,
A,, .., A, berechnen,und t,t,, ...,t, die Parameterwerte des
ursprunglichen Aufrufes sind,

dann terminiert £ fur alle Parameterwerte aus Ty , T, , ... , T
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Nachweis der Terminierung von mult fiir alle int-Werte

int mult (int

x, 3 {
return y<O0 ?@ :y==0 ? 0 :(mult(x,y-1) + x; }

<+ T,T; und T, sind in die§em Fall alle int

< Wiabhle fur h folgende Funktion:

as Bild von h liegt
beiden Féllen in N,

,,Geschickte” Wahl von h
ftir den Sonderfall y<0:

— Der rekursive Aufruf ird ausgewertet, falls y <0
0

it gilt fur h:

s h(x, -y) = -y < -y+1 = h(x, y) Also ,sinkt” h in diesem Fall
— Der rekursive Aufruf ) wird nur ausgewertet, falls
y >0 gilt. In diesem Fa =-0"und damit gilt fur h:
+ h(x, y-1) =y-1 <y =h(x,y) —@”sinkt“ h auch in diesem Fall
< Also terminiert mult fur alle Werte aus int.
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Bemerkungen zum Terminierungsnachweis

+ Der Terminierungsnachweis ist korrekt, da in N, jede monoton fallende
Folge endlich ist. Eine unendliche Folge rekursiver Aufrufe ist also
durch die Voraussetzungen ausgeschlossen.

< Die Funktion h wird Abstiegsfunktion genannt.

< Eine Ordnung, in der jede monotone Folge endlich ist, wird auch
fundiert oder noethersch genannt.

— In dem Terminierungsnachweis kann man statt N, mit £ und < auch
eine andere Grundmenge mit einer anderen noetherschen Ordnung
verwenden.
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Terminierungsnachweis fiir eingeschrdinkte Bereiche
von Parameterwerten

< In der bisherigen Fassung kann die Terminierung nur nachgewiesen
werden, wenn sie fur alle Parameterwerte aus dem
Definitionsbereich gilt.

< In der Regel terminieren Funktionen jedoch nur dann, wenn die

Parameter aus bestimmten Teilmengen des Definitionsbereichs
Sstammen.

— Beispiel: Die Funktion summe terminiert fur Parameter aus N,
nicht jedoch fur negative Parameter.

< Wir verallgemeinern unseren Formalismus nun so, dass die
Terminierung nicht fur Parameter aus dem gesamten
Definitionsbereich nachgewiesen werden muss, sondern nur fur
eingeschrankte Bereiche.

— Dabei muss sicher gestellt werden, dass auch die rekursiven
Aufrufe nur Parameterwerte aus den eingeschrankten Bereichen
verwenden.
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Nachweis der Terminierung (allgemeinere Fassung fiir
eingeschrdnkte Parameterbereiche)

<+ Gegeben sei wieder folgende rekursive Funktionsdeklaration:
T £ (T, x,, T, %5,.. , T, x) {return A;}
wobei der Ausdruck A rekursive Funktionsaufrufe der Form

£(Ay, By, .., A, enthalte. [ Einschrainkung |
+SeiE CT; xT, x...x T, eine Teilmenge des Parameteraumes derart,

— dass sich die Ausdricke A, A,, ... , A eines jeden rekursiven Aufrufes
zu Werten (a,,2,, ... , a, aus E berechnen,

falls die Parameter t,, t,, ... , t, des ursprunglichen Aufrufes ebenfalls
Werte dieses Teilraumes sind, d.h. (t;, t,, ... ,t) EE,

und gelte mit einer Funktion h: E — N, die jeder Kombination von

Parameterwerten aus dem eingeschrankten Bereich E eine natirliche Zahl
zuordnet,

—h(a;, a,, ...,a,) <h(t, t,, ..., t),
< dann terminiert £ fur Parameterwerte aus E.
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Nachweis der Terminierung von summe fiir int-Werte, die
nicht negativ sind

int summe (int n) {
return n == 0 ? 0 : summe(n-1) + n;}

< T, (der Typ des ersten Parameters) ist in diesem Fall also int.
< Wihle fur E die Werte aus int, die nicht negativ sind.
+ Wihle als Abstiegsfunktion h: E — N, mit h(n)=n.
< Dann gilt:
— Der rekursive Aufruf summe (n-1) wird nur in dem Fall
ausgewertet, wenn n nicht 0 ist;

— Damit hat summe (n-1) einen nichtnegativen Parameterwert (der
also ebenfalls im eingeschrankten Parameterbereich E liegt), falls
summe mit einem nichtnegativen Wert n aufgerufen wurde.

— Dann gilt auch: h(n-1) =n-1 <n =h(n)

< Also terminiert summe fur nichtnegative Werte aus int.
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Nachweis der Terminierung von fib fiir int-Werte, die nicht
negativ sind

int fib (int n) {
return n==0 ? 0 : n==1 ? 1 : fib(n-1) + fib(n-2); }

< T, ist in diesem Fall wieder int.

< Wihle fur E wiederum die Werte aus int, die nicht negativ sind.
<+ Wibhle als Abstiegsfunktion wieder h: E — N, mit h(n) =n.
< Dann gilt:

— Die rekursiven Aufrufe £ib (n-1) und £ib (n-2) werden nur in
dem Fall ausgewertet, wenn n weder 0 noch 1 ist;

— Damit haben £ib (n-1) und £ib (n-2) einen nichtnegativen
Parameterwert, falls n mit einem nichtnegativen Wert n aufgerufen
wurde.

— Dann gilt auch: h(n-1) =n-1 <n =h(n)
— Und analog: h(n-2) =n-2 <n = h(n)
< Also terminiert £ib fur nichtnegative Werte aus int.
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< T, und T, sind in diesem Fall beide int.
< Wahle E = T' x T', wobeil T' die Weyte aus int en
< Wihle folgende Abstiegsfunktion:

Nachweis der Terminierung von ggT fiir int-Werte,
die grofer als 0 sind

int ggT (int a, int b) {

return a==b ? a : a>b ? m: ggT(a, b-a)); }

alt, die grofier als 0 sind.
,,Geschickte” Wahl von h: die

—h:E—=N mit h(a,b)=a+b

< Dann gilt:
— Der rekursive Aufruf @
— Der rekursive Aufruf wird nur ausgewertet, falls a<b
— Damit haben ggT (a-b,b) und ggT (a,b-a) echt positive
Parameterwerte, falls ggT mit echt positiven Werten a und b
aufgerufen wurde.
— Dann gilt auch: h(a-b,b) = a-b+b=a < a+b=h(a, b)
— Und: h(a, b-a) = a+b-a=b < a+b=h(a, b)
< Also terminiert ggT fur echt positive Werte aus int.
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Summe wird kleiner, wenn einer
der Summanden kleiner wird.

wird nur ausgewertet, falls a>b

Wo stehen wir?

v Definition von Ausdriicken

v Auswertung von Ausdriicken

v Beispiele von rekursiven Funktionen

v Arten von Rekursionen

v Terminierung von Funktionen

< Korrektheit von Funktionen

< Das Verhaltnis zwischen Induktion und Rekursion
< Rekursive Datentypen

< Einbettung

< Pattern Matching
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Wo stehen wir?

v Definition von Ausdriicken
v Auswertung von Ausdriicken
v Beispiele von rekursiven Funktionen
v Arten von Rekursionen
v Terminierung von Funktionen
> Korrektheit von Funktionen
»Partielle Korrektheit
»Totale Korrektheit
» Vollstandige Induktion
< Das Verhaltnis zwischen Induktion und Rekursion
< Rekursive Datentypen
< Einbettung
< Pattern Matching
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Binomialkoeffizienten
< Betrachten wir folgende Funktion uiber den natirlichen Zahlen:
—binom: Ny x Ny = N,
o fallsO<k=n
— binom(n, k) = k!# (n-k)! X)
0 sonst

< Die binom(n, k) werden Binomialkoeffizienten genannt, denn es gilt die
Binomische Formel:

— (a+b)" = binom(n,0) * a"°b° + binom(n,1) * a™!b! + ... + binom(n,n) * a""b"
) . . . . n . «
< Eine andere Schreibweise fur binom(n, k) ist [ k ] , gesprochen: ,,n iber k*.

< Zur Berechnung von binom(n, k) ist die Formel in (X) ungeeignet, da
schon fur kleine n die Fakultiat n! nicht mehr in Java darstellbar ist.

< Wir verwenden deshalb eine rekursive Funktionsdefinition, die ohne
Multiplikation auskommt.
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Rekursive Definition der Binomialkoeffizienten

< Rekursive Definition der Binomialkoeffizienten:
— binomRek(n, k) =0, fallsk>n
—binomRek(n, k) =1, fallsk=0oderk=n (XX)
— binomRek(n, k) = binomRek(n-1, k-1) + binomRek(n-1, k), sonst

<+ Umgesetzt in Java ergibt dies:

int binomRek (int n, int k) {
return k>n ? 0
: k==0 || k==n ? 1
: binomRek (n-1,k-1) + binomRek(n-1, k); }

< Frage zur Terminierung:
— Terminiert binomRek fur alle natiirlichen Zahlen n und k?
« Antwort JA; Nachweis mit h(n, k) = n+k
< Frage zur Korrektheit:

— Berechnet binomRek wirklich die auf der vorausgegangenen Folie
in (X) definierte Funktion?
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Wiederholung aus Kapitel 2 (Folie 26):

< Definition Spezifikation: Eine Wirklichkeit, die unserer
Gedankenwelt entstammt, oder ein Modell.

< Die Ubereinstimmung einer Spezifikation mit einem Modell, d.h.
seine Korrektheit, lasst sich mit mathematischen und logischen
Schritten prufen.

— Definition Verifikation: Die Uberprifung des
Wabhrheitsgehaltes eines Modells M2 gegen eine
Spezifikation M1.

M2 kann gegen
M1 verifiziert
werden
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Verifikation und Validation von Modellen
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Verifikation der rekursiven Definition von
Binomialkoeffizienten

Detaillierter
Entwurf

J:ginom l fbinomRe}i

- N0
>

= N,

-—
Verifikation

“Normale”
Definition der
Binomialkoeffizienten

Rekursive
Definition der
Binomialkoeffizienten
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Korrektheit und partielle Korrektheit von Funktionen

+ Eine (rekursive) Funktion f heif3t fur die Parameterwerte t;, t,, ... , t
partiell korrekt,

n

— wenn das berechnete Ergebnis der Spezifikation entspricht, falls
die Funktion f fur t;, t,, ... , t, terminiert (Terminierung von f wird
bei partieller Korrektheit also gar nicht vorausgesetzt).

< Eine (rekursive) Funktion f heift fur Parameterwerte t;, t,, ... , t,
korrekt,
— falls f fur die Parameterwerte t,, t,, ... , t, partiell korrekt ist
—und falls f fur die Parameterwerte t,, t,, ... , t, terminiert.

< Zum Nachweis der Terminierung eignet sich die Methode mit der
Abstiegsfunktion h.

< Zum Nachweis der partiellen Korrektheit eignet sich die Methode der
vollstandigen Induktion.
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Partielle Korrektheit und vollstindige Induktion

< Ist A(n) eine Aussage uiber eine natiirliche Zahl n (zum Beispiel die
Aussage summe(n) =n * (n+1) /2 ), dann bedeutet die Methode der
vollstandigen Induktion folgendes:

— Gilt fur ein ng,,

€ N, die Aussage A(ng,,) (sog. Induktionsanfang)
—und folgt aus der Giltigkeit der Aussage A(n) die Gultigkeit von

A(n+1) (sog. Induktionsschritt)
—dann gilt A(n) fur allen € Ny mitn=ng,,

< Beispiel anhand der summe:
— Induktionsanfang: summe(0) =0 und 0 * (0+1) /2 =0, also gilt A(0)

— Induktionsschritt: summe(n+1) = summe(n) + n+1
Gilt nun A(n), so ist summe(n) =n * (n+1) /2 und damit
summe(n+1)=n* (n+1) /2 +n+l =(n* (n+1) + (n+1) +(n+1)) /2
=((n+1) * (n+1) + (n+1)) / 2
=(m+1) = (n+2) /2
also folgt aus A(n) auch A(n+1)

— Nach der Methode der vollstandigen Induktion gilt A(n) also fur alle n€N,
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Zuriick zu den Binomialkoeffizienten
< Direkte Definition uiber die Fakultatsfunktion:
—binom: Ny x Ny = N,
!
e fallsO<ks=n
_binom(n, k)= < k!*(@-K)! (X)
0 sonst
< Rekursive Definition von binomRek(n, k):
—binomRek(n, k) =0, fallsk>n
—binomRek(n, k) =1, fallsk=0oderk=n (XX)
— binomRek(n, k) = binomRek(n-1, k-1) + binomRek(n-1, k), sonst
< Wir zeigen die Ubereinstimmung von (X) und (XX) mittels
vollstandiger Induktion uiber n:

< Dabei lautet die Aussage A(n):
— fur alle natiirlichen Zahlen' k mit 0 =k < n gilt:

n:
- b]nOmRek(n, k) = k' % (l‘l—k) '
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Weiter mit den Binomialkoeffizienten

< Zu beweisen ist die Aussage A(n):

fur alle naturlichen Zahlen 'k mit 0 < k = n gilt:

n!
binomRek(n, k) = k!'* (nk)!

< Induktionsanfang (A(0)), zu untersuchen ist nur k = 0:

—binomRek(0,0)=1 und 0! /(0! =0 =1/1x1=1
— also gilt A(0)

< Induktionsschritt (A(n) — A(n+1)), es gelte A(n):

— 1. Fall: k = n+1:
binomRek(n+1,n+1)=1 und @+1)!/((n+1)!*0)=1

—2. Fall: k < n+1:
binomRek(n+1, k) = binomRek(n, k-1) + binomRek(n, k)
Wegen A(n) gilt damit:
binomRek(n+1, k) =n!/ ((k-1)! * (n-k+1)!) + n!/ (k! * (n-k)!)
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Weiter mit dem Induktionsbeweis:
< Induktionsschritt (A(n) — A(n+1)), es gelte A(n):

— 1. Fall: k = n+1:
binomRek(n+1,n+1)=1 und n+1)!/((n+1)! =0 =1

— 2. Fall: k < n+1:
binomRek(n+1, k) = binomRek(n, k-1) + binomRek(n, k)

Wegen A(n) gilt damit:
binomRek(n+1, k) =n!/((k-1)! = (n-k+1)!) + n!/ k! * (n-k)!)
Auf gemeinsamen Nenner bringen:
binomRek(n+1, k) =(n! %k +n! * (n-k+1)) / (k! * (n-k+1)!)
Zihler ausrechnen und Nenner umformen:
binomRek(n+1, k) =n!* (k+n-k+1)/ (k! * (n-k+1)!)
=(n+1)!/ (k! * ((n+1) - kK)!)
und dies ist genau die Aussage A(n+1)
— In jedem Fall folgt also aus A(n) auch A(n+1) g.e.d.
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Varianten zur vollstindigen Induktion

< Die bisherige Variante der vollstandigen Induktion:

— gilt A(n,)
—und folgt aus A(n) auch A(n+1)
—dann gilt A(n) fur alle n € Ny mit n = n,

< Eine Variante mit zwei Spezialfillen als Induktionsanfang:

— gelten A(n,) und A(ny+1)
—und folgt aus A(n) und A(n+1) auch die Gultigkeit von A(n+2)
— dann gilt A(n) fur alle n € Ny mitn = n,

< Die Varianten mit drei oder mehr Spezialfallen als Induktionsanfang sind

analog.

< Eine andere Variante des Induktionsschlusses:

— gilt A(n,)
—und folgt aus A(n,), A(ny+1), A(ng+2), ..., A(n) auch A(n+1)
—dann gilt A(n) fur alle n € Ny mit n = n,
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Wo stehen wir?

v Auswertung von Funktionen

v Beispiele von rekursiven Funktionen

v Arten von Rekursionen

v Terminierung von Funktionen

v Korrektheit von Funktionen

< Das Verhaltnis zwischen Induktion und Rekursion
< Rekursive Datentypen

< Einbettung

< Pattern Matching
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Wo stehen wir?

v Auswertung von Funktionen

v Beispiele von rekursiven Funktionen

v Arten von Rekursionen

v Terminierung von Funktionen

v Korrektheit von Funktionen

> Das Verhaltnis zwischen Induktion und Rekursion
< Rekursive Datentypen

< Einbettung

< Pattern Matching
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Induktion und Rekursion

< Induktion: Vom Einfachen zum Komplizierten:

— Induktion startet im Spezialfall. Die Annahme kann fur alle
naturlichen Zahlen ab dem Startwert gezeigt werden, da der
Induktionsschritt ,,nur* endlich oft angewendet werden muss.

< Rekursion: Vom Komplizierten zum Einfachen:

— Die Rekursion fuhrt ein komplexes Problem durch endlich-malige
Anwendung des Rekursionsschrittes auf einen Spezialfall zuruick.

< Induktion und Rekursion sind endliche Beschreibungsmittel fur
Zusammenhange, die beliebig grof} sein konnen. Sie erlauben
Skalierbarkeit.

— Definition Skalierbarkeit: Datenstrukturen und Programme sind
skalierbar, wenn sie auf Probleme angewandt werden konnen,
deren Grof3e nicht von vornherein feststeht.

< Zum Beweis der partiellen Korrektheit rekursiver Funktionen ist die
Induktion das passende Beweisprinzip.
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Wann soll Rekursion in der Programmierung
verwendet werden?

< In der funktionalen Programmierung miissen rekursive Funktionen
immer dann verwendet werden, wenn die Anzahl der auszufuhrenden
Operationen nicht von vornherein beschrankt ist,

— denn dafur ist Rekursion das einzige zur Verfugung stehende
Sprachkonzept (es gibt keine Schleifen).

< Aus den vorangegangenen Beispielen konnte man aber erkennen, bei
welchen Problemen die Verwendung rekursiver Funktionen besonders
vorteilhaft ist, auch wenn andere Sprachkonzepte zur Verfugung
stehen:

— falls sich das Problem auf einige Spezialfélle und die Losung eines
oder mehreren kleineren aber dhnlichen Problemen zuriickfuhren
lasst (vgl. ggT oder binom).

< Nun werden wir noch eine neue Problemklasse kennen lernen, fur die
sich rekursive Funktionen besonders eignen:

— falls die Datentypen, auf denen die Funktionen arbeiten, selbst
rekursiv sind.
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Wo stehen wir?

v Definition von Ausdriicken

v Auswertung von Ausdriicken

v Beispiele von rekursiven Funktionen

v Arten von Rekursionen

v Terminierung von Funktionen

v Korrektheit von Funktionen

v Das Verhaltnis zwischen Induktion und Rekursion
< Rekursive Datentypen

< Einbettung

< Pattern Matching
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Wo stehen wir?

v Definition von Ausdriicken

v Auswertung von Ausdriicken

v Beispiele von rekursiven Funktionen

v Arten von Rekursionen

v Terminierung von Funktionen

v Korrektheit von Funktionen

v Das Verhaltnis zwischen Induktion und Rekursion
> Rekursive Datentypen
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< Pattern Matching
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Wo stehen wir?

v Definition von Ausdriicken
v Auswertung von Ausdriicken
v Beispiele von rekursiven Funktionen
v Arten von Rekursionen
v Terminierung von Funktionen
v Korrektheit von Funktionen
v Das Verhiltnis zwischen Induktion und Rekursion
> Rekursive Datentypen
» Definition und Beispiele
> strukturelle Induktion
< Einbettung
< Pattern Matching
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Rekursive Datentypen
< Beispiel: Die naturlichen Zahlen konnen (vereinfacht) folgendermalien
charakterisiert werden:
— 0 ist eine naturliche Zahl
— Ist n eine naturliche Zahl, dann ist auch n+1 eine naturliche Zahl.

— Jede naturliche Zahl lasst sich durch endlich viele der beiden oben
genannten Schritte erzeugen.

+ Diese Art der Definition wird induktiv genannt: ausgehend von
Grundelementen wird beschrieben, wie man von vorhandenen
Elementen zu weiteren kommt.

< Der entstehende Datentyp wird rekursiv genannt: ein Element des
Datentyps ist entweder ein Grundelement oder baut auf andere Elemente
desselben Typs auf.

< Beispiel: Die Definition von Ausdriicken am Anfang des Kapitels war
induktiv, aufgefasst als Datentyp sind Ausdruicke rekursiv.
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Sequenzen ganzer Zahlen als rekursiver Datentyp

< Betrachten wir Sequenzen ganzer Zahlen:
- (3’6’4) (3’6’3’4’7) (3) ()
< Wir konnen auf Sequenzen ganzer Zahlen folgende Operationen definieren:

- create ist eine nullstellige (parameterlose, konstante) Funktion, die
die leere Sequenz () liefert.

- stock ist eine zweistellige Funktion, die eine ganze Zahl vorn an eine
Sequenz anfugt:

¢ stock(3,(6,4)) = (3,6,4)
e stock(3,()) = stock(3,create) = (3)
¢ stock (3,stock (6,stock (4,create)))) = (3,6,4)
< Damit konnen wir Sequenzen ganzer Zahlen induktiv iiber create und
stock definieren:
- create ist eine Sequenz ganzer Zahlen.

—Ist z eine ganze Zahl und s eine Sequenz ganzer Zahlen, dann ist auch
stock (z, s) eine Sequenz ganzer Zahlen.

— Jede Sequenz ganzer Zahlen lasst sich durch endlich viele der beiden
oben genannten Schritte erzeugen.
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Rekursive Datentypen in funktionalen Programmiersprachen

< In OCaml lasst sich die angegebene Definition fur Sequenzen ganzer
Zahlen direkt umsetzen:
- type intSequenz = Create | Stock of (int * intSequenz);;
— damit sind in OCaml
+ Create
¢ Stock (1, Create)
¢ Stock (5, Stock (2, Create))
drei Elemente des Typs intSequenz
< Auch in Java ist die Definition rekursiver Datentypen moglich.
< Allerdings werden dazu nichtfunktionale Sprachelemente
(Referenzvariablen) verwendet.

< Wir werden deshalb fur Vorlesung und Ubung auch in Java eine
Programmierschnittstelle vorgeben, die uns einen funktionalen Zugang
zu rekursiven Datentypen erlauben.
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Eine Schnittstelle fiir Sequenzen ganzer Zahlen
in Java im Rahmen dieser Vorlesung

< Folgendes UML-Modell ist in einer Klasse IntSequenz implementiert:
IntSequenz

create (): IntSequenz

stock (z: int, s: IntSequenz): IntSequenz
isEmpty (s: IntSequenz): Boolean

first (s: IntSequenz): int

rest (s: IntSequenz): IntSequenz

isEmpty gibt an, ob eine Sequenz leer ist, £irst liefert das erste
Element einer Sequenz, rest liefert die um das erste Element
verkurzte Sequenz.

< Beispiel fur die Verwendung in einer main-Funktion:

+ 4+ + + +

o

public static void main(String[] args) {
IntSequenz s = new IntSequenz();

System.out.println(
s.first(s.rest(s.stock(l, s.stock(2, s.create()))))):

}
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Beispiel: Berechnung der Linge einer Sequenz

< Gesucht: eine Funktion laenge, die die Lange einer Sequenz ganzer
Zahlen bestimmt. Dabei wollen wir die Lange einer Sequenz induktiv
folgendermafen definieren:

—die Lange von create ist 0
—die Lange von stock (z, s) ist um 1 grofler als die von s
< Wir erganzen die Java-Klasse IntSequenz um folgende Funktion:

public int laenge (IntSequenz s) {
return isEmpty(s) ? 0 : laenge(rest(s)) + 1 ;

}

< Frage: terminiert die Funktion 1aenge fur alle Parameterwerte?
— Antwort: JA

— Benutze zum Nachweis die Abstiegsfunktion
h(s) = Anzahl der stock -Aufrufe, die zur Erzeugung von s aus
create notig sind
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Partielle Korrektheit der Funktion laenge
—die Lange von create is

—die Lange von stock (z, s)\ist um 1 grofer als die von s

public int laenge (IntSeqﬂifz s) {

return isEmpty(s) ?(0): \Laenge(rest(s)) + 1 ;}

< Frage: ist die Java-Funktion 1aegge
wirklich die Lange einer Sequenz 3o,

partiell korrekt, berechnet sie
ie es oben definiert ist?

A(s) = ,,laenge (s) berechnéf dig Lange von s*
fur alle Sequenzen s gilt. Dafur benut ir eine neue Beweis-
Methode, namlich Induktion tiber den Aufbyu von s:

< 1.Fall: s = create,

— Auch die Java-Funktion 1aenge hefer da die Bedingung
istEmpty (s) erfullt ist.
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Partielle Korrektheit der Funktion laenge

—die Lange von create ist 0

— die Lange von stock (z, s)Xist um 1 grofier als die von s

public int laenge (IntSequenz s) [
return isEmpty(s) ? 0 : laenge(;§%t(s)6/:‘3);}

< Wir beweisen gerade die Aussage
A(s) = ,, laenge (s) berechnet die Lange \yon/s*
durch Induktion uiber den Aufbau von s:

< 2.Fall: s =stock(z,r)

Dann sei unsere Induktionsannahme, dass A(x) g .h laenge (r)
berechnet die Lange von r.

— Nach Definition ist die Lange von s

ist weged der Annahme A(x) auch das
: Is die Lange von r.

< Damit gilt: A(s) fur alle Sequenzen s.

—Und da rest (s) gleich r ist,
Ergebnis der Funktion 1aeng
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Strukturelle Induktion

<+ Wir haben zum Beweis der partiellen Korrektheit eine weitere
Beweismethode benutzt:

< Strukturelle Induktion:

—Ist S ein induktiv definierter Datentyp und ist A(s) eine Aussage
uber ein Element s von S.

— Gilt fur jedes s, aus einer Teilmenge S
A(Sy,) (Induktionsanfang)

stare VON S die Aussage

—und folgt aus der Gultigkeit von A(s') fur alle s' aus einer
Teilmenge S' von S auch die Giltigkeit von A(s'") fur alle s'', die
aus Elementen von S' in einem Schritt erzeugt werden konnen
(Induktionsschritt),

— dann gilt die Aussage fur alle Elemente von S, die aus Elementen
von S, in endlich vielen Schritten erzeugt werden konnen.
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Strukturelle Induktion (Fortsetzung)

< Bemerkung:

— Auf Folie 100 haben wir gezeigt, wie die natiirlichen Zahlen als
rekursiver Datentyp aufgefasst werden konnen.

— Die strukturelle Induktion iber den natuirlichen Zahlen (als
rekursiven Datentypen) ist dann gerade die vollstandige Induktion.

— Die vollstandige Induktion ist also ein Spezialfall der strukturellen
Induktion.

— oft orientiert sich eine rekursive Funktion am strukturellen Aufbau
eines Datentyps (vgl. laenge)

— zum Nachweis der partiellen Korrektheit mittels struktureller
Induktion ist deshalb (wie bei 1aenge) oft ,,fast nichts zu zeigen®.

— Dies bedeutet aber auch, dass es dem Programmierer hier besonders
leicht fallt, ein korrektes Programm zu schreiben.
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Beispiel: Ist eine Sequenz Teilsequenz einer anderen?

< Gesucht: eine Funktion istTeilsequenz, die feststellt, ob eine Sequenz t
in einer Sequenz s als Teilsequenz enthalten ist. Beispiele:

— () ist in jeder Sequenz enthalten.
—(1,4) ist nicht in (1,2,3,4) enthalten.
—(1,4) ist in (0,1,4,2,3,9) enthalten.
—(1,4) ist in (1,4) enthalten.
< Als Hilfsfunktion suchen wir eine Funktion istPraefix, die feststellt, ob

eine Sequenz a mit dem Anfang einer anderen Sequenz s ibereinstimmt.

— () ist Praefix jeder Sequenz.

—(1,2) ist Praefix von (1,2,3,1,4)
—(1,4) ist Praefix von (1,4)

— (1,4) ist nicht Praefix von (1,2,3,1,4)
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Beispiel: die Funktion istPraefix in Java

< Die Funktion istPraefix in Java:

boolean istPraefix (IntSequenz a, IntSequenz s) {
return isEmpty(a) ? true
isEmpty(s) ? false
first(a) !'= first(s) ? false

istPraefix (rest(a), rest(s)) ;

}

< terminiert die Funktion istPraefix?
— Antwort: Ja
— Abstiegsfunktion: h(a, s) = laenge(a)
% ist die Funktion istPraefix partiell korrekt?

— Wir beweisen die partielle Korrektheit mittels struktureller
Induktion uiber den ersten Parameter.
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Partielle Korrektheit der Funktion istPraefix

boolean istPraefix (IntSequenz a, IntSequenz s) {

return isEmpty (a)
: isEmpty(s) °?

: first(a) !'=

: istPraefix

false
Rirst(s) ? false
rest(a), rest(s)) ; }

< 1. Fall: der Parameter a ist von d&r Form create (Induktionsanfang).

— Dann ist a als leere Sequenz Pyifix jeder anderen und auch die Funktion
istPraefix liefert immq
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Partielle Korrektheit der Funktion istPraefix

boolean istPraefix (IntSequenz a, IntSequenz s) {

return isEmpty(a) ? true
: isEmpty(s)

: first(a) !'= Rst (s) ? false
: istPraefix (redt(a), rest(s)) ; }

< 2. Fall: der Parameter a ist von der Form\stock (z, r) (Induktionsschritt).

Dann gilt die Induktionsannahme: istPraefix (r, t) liefert fur alle
Sequenzen t das korrekte Ergebnis.

Nun unterscheiden wir fur den zweite ParametenNs wieder zwei Falle:

— Fall 2.1: s ist von der Form create:
dann ist a nicht leer und s ist leer, das Ergebnig
also korrekt.

der Funktion ist
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Partielle Korrektheit der Funktion istPraefix

boolean istPraefix (IntSequenz a, IntSequenz s) {

return isEmpty(a) ? true
: isEmpty(s) ? false

. first(a) '= first(s) ?
: istPraefix (rest(a), regt(s)) ; }

< 2. Fall: der Parameter a ist von der Form stqgck (z, r) (Induktionsschritt).

Dann gilt die Induktionsannahme: istPrgefix (r, t) liefert fur alle

Sequenzen t das korrekte Ergebnis.

Nun unterscheiden wir fur den zweite Pagameter S wieder zwei Falle:
— Fall 2.2: s ist von der Form stock(x,y):

falls sich die ersten Elemente z und x
dler Funktion ist also korrekt.

o Dann ist a sicher kein Prafix vdn
unterscheiden, das Ergebni
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Partielle Korrektheit der Funktion istPraefix

boolean istPraefix (IntSequenz a, IntSequenz s) {

return isEmpty(a) ? true
: isEmpty(s) ? false
: first 1= £ se

¢ istPraefix (rest(a), rest(s)) }

< 2. Fall: der Parameter a ist von d¢r Form stock (z, r) (Induktionsschritt).

Dann gilt die Induktionsannalfne: istPraefix (r, t) liefert fur alle
Sequenzen t das korrekte Ergebnis.

Nun unterscheiden wir fu/den zweite Parameter S wieder zwei Falle:
— Fall 2.2: s ist von d¢r Form stock (x,y):

+ Dann ist a sicher kein Prafix von s, falls sich die ersten Elemente z und x
unterscheidefl, das Ergebnis £alse der Funktion ist also korrekt.

, das korrekte Ergebnis.
< Die Funktion IstPraefix ist also auch in diesem Fall partiell korrekt!
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Beispiel: die Funktion istTeilsequenz in Java

< Die Funktion istTeilsequenz in Java:

boolean istTeilsequenz (IntSequenz t, IntSequenz s) {
return isEmpty(t) ? true
isEmpty(s) ? false
istPraefix(t,s) ? true
istTeilsequenz (t, rest(s)) ;

< terminiert die Funktion istTeilsequenz?
— Antwort: Ja
— Abstiegsfunktion: h(t, s) = laenge(s)
< ist die Funktion istTeilsequenz partiell korrekt?

— Offensichtlich ja, wegen Entwicklung analog zur Struktur von s.
(Beweis analog zu vorher mittels struktureller Induktion iber s)
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Wo stehen wir?

v Definition von Ausdriicken

v Auswertung von Ausdriicken

v Beispiele von rekursiven Funktionen

v Arten von Rekursionen

v Terminierung von Funktionen

v Korrektheit von Funktionen

v Das Verhialtnis zwischen Induktion und Rekursion
v Rekursive Datentypen

< Einbettung

< Pattern Matching
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Wo stehen wir?

v Definition von Ausdriicken

v Auswertung von Ausdriicken

v Beispiele von rekursiven Funktionen

v Arten von Rekursionen

v Terminierung von Funktionen

v Korrektheit von Funktionen

v Das Verhaltnis zwischen Induktion und Rekursion
v Rekursive Datentypen

> Einbettung

< Pattern Matching
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Beispiel: Suche nach der minimalen Zahl in einer Sequenz

< Gesucht: eine Funktion
int minimum(IntSequenz s)
die das Minimum der Zahlen in einer nicht leeren Sequenz s berechnet.

< Idee:
— Wir merken uns das erste Element als ,,vorlaufiges* Minimum;

— dann untersuchen wir rekursiv den Rest der Sequenz: falls wir eine
kleinere Zahl finden, machen wir mit dieser weiter.

< Problem:

— Wie konnen wir uns eine Zahl ,,merken®?
(Die funktionale Programmierung kennt keine Variablen!)

< Losung:

— Wir ,,betten die Funktion in eine allgemeinere Funktion ein, die
einen zusatzlichen Parameter bekommit.

— In diesem zusatzlichen Parameter ,,merken‘ wir uns das bisher
gefundene Minimum.

— Der zusatzliche Parameter dient also als Ersatz fur eine Variable.
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Das Prinzip der Einbettung

< Die Funktion int minimum(IntSequenz s)
wird in eine allgemeinere Funktion (d.h. in eine Funktiuon mit einem
zusatzlichen Parameter) eingebettet:
int minimumBett (IntSequenz s, int altesMin)

< Die allgemeinere Funktion minimumBett hat einen zusatzlichen
Parameter altesMin, der das bisher gefundenen Minimum enthalt.

< Die Funktion minimumBett liefert als Ergebnis das Minimum von s,
falls dieses kleiner ist als das bereits gefundene Minimum (altesMin),
sonst liefert sie das bereits gefundene Minimum.

< Der Rumpf von minimum besteht dann nur noch aus einem Aufruf von
minimumBett mit first(s) als vorlaufigem Minimum:

public int minimum (IntSequenz s) ({
return minimumBett (rest(s), first(s)):;

}
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Das Prinzip der Einbettung: die Funktion minimumBett

< Die Funktion minimumBett in Java:

minimumBett ist nur
Hilfsfunktion fiir minimum.

private int minimumBett (IntSequenz s, int altesMin) ({

return isEmpty(s) ? altesMin
first(s) < altesMin
? minimumBett (rest(s), first(s))
: minimumBett (rest(s), altesMin);

Zusitzlicher
Parameter
,merkt” sich
vorldufiges
Minimimum.

}

< terminiert die Funktion minimumBett?
— Antwort: Ja; Abstiegsfunktion: h(s, altesMin) = laenge(s)
% ist die Funktion minimumBett partiell korrekt?

— Offensichtlich ja, wegen Entwicklung analog zur Struktur von s
(Beweis uber strukturelle Induktion uiber s).
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Die Funktion minimum ohne Einbettung

< Minimum kann auch direkt ohne Einbettung berechnet werden:
int minimum(IntSequenz s) {
return isEmpty (rest(s)) ? first(s)
first(s) < minimum(rest(s))? first(s)
: minimum(rest(s)) ;

}
< terminiert die Funktion minimum?

— Antwort: Ja, Abstiegsfunktion: h(s) = laenge(s)
« ist die Funktion minimum partiell korrekt?
— Zur eigenen Ubung

< Hinweis: den doppelten Aufruf von minimum(rest(s)) kann man
vermeiden, wenn man eine Hilfsfunktion min verwendet:
public int min (int a, int b) { return a<b ? a : b ; }
public int minimum(IntSequenz s) {
return isEmpty (rest(s))
? first(s)
: min(first(s), minimum(rest(s))); }
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Wo stehen wir?

v Definition von Ausdriicken

v Auswertung von Ausdriicken

v Beispiele von rekursiven Funktionen

v Arten von Rekursionen

v Terminierung von Funktionen

v Korrektheit von Funktionen

v Das Verhaltnis zwischen Induktion und Rekursion
v Rekursive Datentypen

v Einbettung

< Pattern Matching
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Wo stehen wir?

v Definition von Ausdriicken

v Auswertung von Ausdriicken

v Beispiele von rekursiven Funktionen

v Arten von Rekursionen

v Terminierung von Funktionen

v Korrektheit von Funktionen

v Das Verhiltnis zwischen Induktion und Rekursion
v Rekursive Datentypen

v Einbettung

> Pattern Matching
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Parameteriibergabe mittels ,,Pattern Matching‘

< Bei vielen funktionalen Programmiersprachen gibt es zusatzlich zur
,,Call by Value*“-Parameteruibergabe auch die Parameteruibergabe
mittels ,,Pattern Matching*.

< Der Funktionsrumpf besteht dann nicht aus einem einzigen Ausdruck
sondern aus mehreren moglichen Varianten von Ausdriicken.

< Vor jedem der Ausdrucksvarianten steht ein weiterer Ausdruck als
LMuster:

— Wenn der aktuelle Parameter (d.h. der Ausdruck, mit dem die
Funktion aufgerufen wird) ,,auf das Muster passt“, wird die
entsprechende Ausdrucksvariante ausgew#hlt und ausgewertet.

— Der Muster-Ausdruck (pattern) kann selbst neue formale Parameter
enthalten: Bei der Parameteruibergabe (matching) werden diese mit
den ,,passenden” Teilausdriicken des aktuellen Parameters besetzt
(jetzt per call by value).

< In Java gibt es die Parameteruibergabe mittels ,,Pattern Matching® nicht.
Wir verwenden fur die folgenden Beispiele deshalb OCaml.
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,,Pattern Matching‘ in OCaml

< Eine rekursive Funktion g mit Parameter n bei ,,normaler*
Parameteribergabe in OCaml:

let rec g n =
<Ausdruck fiur Funktionsrumpf> ;;

< Eine rekursive Funktion f mit Parameter n bei Parameteriibergabe
mittels ,,Pattern Matching® mit 4 Mustern in OCaml:

let rec £ n =
match n with
<Musterl> -> <AusdrucksVariantel>
| <Muster2> -> <AusdrucksVariante2>
| <Muster3> -> <AusdrucksVariante3>
| <Muster4> => <AusdrucksVariante4d> ;;

Die Muster werden von oben nach unten
untersucht; das erste passende wird ausgewahlt.
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Der Auswahl-Strich |
trennt die 4 Varianten.
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Die Fibonacci-Zahlen mit ,,Pattern Matching* in OCaml

< Eine Version der Funktion fib mit ,,normaler* Parameteriibergabe in
OCaml:

let rec fib n =
if n=0 then 0
else if n=1 then 1
else fib (n-1) + fib (n-2) ;;

°
oo

Die Funktion fib mit ,,Pattern Matching“in OCaml:

Beim Aufruf £ib (0)wird das ,passende” {
eT gefunden und die erste Variante gewahlt

Analog beim
Aufruf £3
|(m_-> fib (my1l) + fib (My2) ;;
—
Beim Aufruf £ib

wird der neue formale
Parameter m mit 5 besetzt.

let rec fib n =
match n with
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,,Pattern Matching‘ bei Sequenzen als Parameter

< Den rekursiven Typ fur Sequenzen ganzer Zahlen kann man in
Ocaml folgendermallen definieren:

type intSequenz = Create | Stock of (int * intSequenz)

< Die Funktion laenge mit ,,Pattern Matching“in OCaml:

Die neuen formalen Parameter z und r
werden mit dem ersten Element bzw.
mit dem Rest der Sequenz besetzt.

let rec laenge s =
match s with
Create -> 0

| Stoc -> 1 + laenge r ;;

z wird mit 1 ,,gematched”. r wird mit Stock(2, Stock(3, Create)) ,gematched”.

< Ein Aufruf von\aenge:

laenge Stock@@&, Stock (3, Create))));;
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Zusammenfassung
< Ein funktionales Programm besteht im Wesentlichen aus einer Reihe von
Funktionsdeklarationen und einem Ausdruck, der Funktionsaufrufe enthalt.

— Zentrales Konzept ist dabei die Auswertung von Ausdriicken und dabei
insbesondere die Auswertung von Funktionsaufrufen (Funktionsapplikation).

% Rekursion ist eine wichtige Programmiertechnik:

— Rekursion erlaubt die Skalierbarkeit von Datenstrukturen und Programmen, d.h.
ihre Anwendung auf Probleme, deren Grofe nicht von vornherein feststeht.

— Rekursion ist besonders dann zu empfehlen, wenn das Problem rekursiv ist, d.h.
sich auf selbstahnliche kleinere Probleme zuruickfuhren lasst.
% Korrekheit: Eine Funktion ist fur gegebene Eingabewerte korrekt, wenn sie
terminiert und partiell korrekt ist.
— Terminierung: es nicht zu einer unendlichen Folge rekursiver Funktionsaufrufe
kommt

— Partielle Korrektheit: Die Funktion liefert das richtige Ergebnis wenn sie
terminiert.

< Beweistechnik fur die Terminierung ist die Abstiegsfunktion.

< Beweistechnik fur die partielle Korrektheit ist Induktion.

< Pattern Matching ist in funktionalen Sprachen eine zusatzliche Moglichkeit der
Parameteruibergabe, die if-then-else-Verschachtelungen vermeidet und zusatzliche,
auf spezielle Ausdriicke passende Parameter einfuhrt.
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